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É,ÊwËsÌ+Í�Í�Î�ÏsÐ.ÑnÎ�Ò/Ì�Ó¬ÓnÌ+ÔlÎ�ÌqÓ«Õ�ÓnÎ�ÏsÐªÖ×ÔlØ�Ù�ÑnÎ�ÊZÏ·Ø_Í�Í�Ú0Î�Ï�ÑlÌ+Ð�ÔlØ_ÑnÌ�Ë�ÛsÔlÊwÙ�ÌqÓnÓnÌ�Ó«Ü.ÎhÑlÝ�Þ·ÏsÎhÑlÌ5ß�ØZÔnÎ¨Ø_Ï�Ù+Ì
Ý�Ø�Ó�à8Ì�Ì+ÏáÑlÝsÌ/ÛsÕsÔlÛ8Ê�ÓnÌ¸Ê_Ö�Ò�Ø_Ï�Ú,Î�ÏfßZÌ�Ó�ÑnÎ�Ð�Ø_ÑnÎ�ÊZÏ�Ó�â¸ã�Ì+Ì�ä�ÔlØZÏsÐZÌ+Ô�Ø_Ï�ËOå�Ê{ÚZÌ�Õwæ=ç�è�é�êZë�ì
Ø_Ï·Ë3íªÊfÓ�î�Î�ÏsÐBç�è�é�êsè{ì5Ü.ÝsÊ/Î�Ï�ÑlÔnÊwËsÕ�Ù�Ì�Ë�ÑnÝsÌ�Ö×Ô%ØZÙ�ÑnÎ�ÊZÏ�ØZÍ¼ï0ðªñ%ò�ï

(p, d, q)
Ò/ÊwËwÌ+Í!Ü.Î�ÑnÝ

Þ�ÏsÎ�ÑnÌ0ß�Ø_ÔlÎ�ØZÏ�Ù�Ì�Î�Ï�ÏsÊ{ß_Ø�ÑlÎ�Ê�Ï�Ó+â�ó.ÌqØ_ÍsÜTÊZÔ%ËsÓ�ÑlÎ�Ò/Ì0Ó�Ì�ÔnÎ�Ì�Ó�Ò�ØqÚ­ËwÎ�ÓnÛsÍ¨ØqÚ�ôZÎ�Ï�Ø�ËsËwÎhÑlÎ�ÊZÏ/ÝsÎ�ÐZÝ
∗ õ«ö�÷�÷�ø�ùHú_ö�û{ü{ý�û{þ.ÿ������qö�÷��	��
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ß�ØZÔnÎ¨Ø_à�Î�Í�ÎhÑ}Ú�â�:¬Ê0ÑlØ_î�Ì5Î�Ï�ÑlÊ)Ø�Ù+Ù�Ê�ÕsÏ�Ñ¬ÑnÝ�Ì�ÓnÌ5Ñ}Ü�Ê0Ö�ØZÙ�ÑlÓ�ô{ÑnÝsÌ�ÑlÝsÌ+Ê�ÔnÚ�Ê_ÖsÑlÝsÌ<;
α
;>=�?'@BA�C4D8E0F
@0G

ïªð0ñ%ò�ï
(p, d, q)

Ò/ÊwËwÌ+Í¬ÜTÌ+ÔlÌ�Î�ÏfÑnÔlÊwËwÕ�Ù+Ì�Ë,ØZÏ�Ë*ËwÌ+ßZÌ�Í�Ê�Û8Ì�ËBà�ÚIH0Ê�îZÊ�Ónî�Ø/Ø_Ï�ËJ:�ØBKLKfÕ
ç}èqéZéNMZì�â

íªÊ�Ü�Ì�ßZÌ+Ô)ÑnÝsÎ¨Ó�Ò/ÊwËwÌ�Í�ÔnÌ�Ò/ØZÎ�Ï·Ó)Í�Î�Ò/ÎhÑlÌ�ËáÑlÊBËsÌ�ÓlÙ�ÔlÎ�à8Ì�ËOØ3Í�ØZÔnÐ�Ì¸ÏfÕsÒ
à8Ì�Ô�Ê_ÖTÔnÌqØ_Í�Ü�ÊZÔ%Ë
Ù�ÚwÙ+Í�Î¨Ù+ØZÍ!Û�ÝsÌ+ÏsÊ�Ò/Ì+ÏsÊZÏ,Ü.Î�ÑlÝ*ÓnÌ�Ø�Ó�Ê�Ï�Ø_Í¼Ù�Ê�Ò­Û8Ê�ÏsÌ+ÏfÑlÓªÌ+æ�Ý�Î�àsÎ�ÑnÎ�ÏsÐNà8Ê_ÑlÝ,Í�ÊZÏsÐ�ÔlØZÏsÐZÌ�ËwÌ�O
Û8Ì+Ï·ËwÌ+Ï�Ù+Ì�ØZÏ�ËNÝsÎ�ÐZÝ�ß_Ø_ÔlÎ�ØZàsÎ�Í�Î�Ñ~Ú�â�ã�Ì+Ì)Ö×ÊZÔ�Î�Ï�Ó�ÑlØZÏ�Ù�Ì�í�ØZÓlÓ�Í�Ì+Ô�ç�è�é�é0P�ì�Ê�ÔRQ�ÊZÔnÑnÌ�Ô�O~íªÕ�Ë�Ø_î
ç}èqéZé�ë�ì�Ü.ÝsÊ�Ì�æsØZÒ­Î�ÏsÌqË­Ò/Ê�ÏsÌ�ÑlØZÔnÚ­Ø_Ð�ÐZÔlÌ+Ð�Ø�ÑnÌ�Ó�Õ�Ó�Î�ÏsÐ
Ø�ÓnÌ�ØZÓnÊZÏ·Ø_Í�ËwÎTSIÌ+ÔlÌ+Ï�Ù+Ì�Ë/Û�ÔnÊwÙ+Ì�ÓlÓ+â

U~Ï¸ÑnÝsÎ¨Ó�Û�ØZÛ8Ì+Ôqô�Ü�Ì.ËwÌ+ß�Ì+Í�ÊZÛ
ÑnÝsÌ�ÑnÝsÌ�ÊZÔlÚ�Ê_ÖIãwÌ�ØZÓnÊZÏ�ØZÍLV�ÔlØ�Ù�ÑnÎ�ÊZÏ·Ø_Í�Í�Ú�Î�ÏfÑnÌ+Ð�ÔlØ_ÑnÌqËXW�óYU}ÉJW
ÑnÎ�Ò/Ì.ÓnÌ+ÔlÎ�ÌqÓ¬Ü.Î�ÑnÝ/Ó�ÑlØZàsÍ�ÌTÎ�Ï�ÏsÊ{ß_Ø�ÑlÎ�Ê�Ï�Ó�Ù�Ø_Í�Í�ÌqË/ïªð>Z�;�ñ�ò�ï\[%;

α
;�ÛsÔlÊwÙ�ÌqÓnÓ�â�:�ÝsÌªã�Ì�Ø�Ó�Ê�Ï�Ø_Í

V�ÔlØ�Ù�ÑnÎ�ÊZÏ·Ø_Í�Í�Ú�Î�Ï�ÑnÌ�ÐZÔ%Ø�ÑlÌ�ËBÛ�ÔnÊwÙ+Ì�ÓlÓ�ÌqÓ.Ü.Î�ÑnÝOÓ}Ñ%Ø_àsÍ�Ì
Î�Ï�ÏsÊ{ß_Ø�ÑlÎ�Ê�Ï�Ó0Ø_ÛsÛ�ÔnÊfØZÙ%ÝBÌ+Ï�ØZàsÍ�Ì�ÓªÑnÝsÌ
Ò/ÊwËwÌ�Í�Í�Î�Ï�Ð�Ê_Ö�Ò�ØZÏfÚ�Ö×Ì�Ø_ÑnÕsÔlÌ�ÓªÊZÖ�ÑnÎ�Ò/Ì¸ÓnÌ+ÔlÎ�ÌqÓ+â0ã�Î�Ï·Ù�Ì
ÎhÑ)Î�Ó�Ø�ËsÎ�ÔlÌ�Ù�Ñ�ÐZÌ�ÏsÌ+Ô%Ø_Í�Î^]�Ø�ÑlÎ�ÊZÏBÊ_Ö
ÑnÝ�Ì_VsÔ%ØZÙ�ÑlÎ�Ê�Ï�Ø_Í�W0óYU}ÉJW Ò­ÊsËwÌ+Í¬Ê_Ö�H0Ê�îZÊ�Ó']+î�Ø/Ø_Ï�ËJ:¬Ø6KNKfÕ=ç}è�é�é6M�ì�ô�ÎhÑ)ØZÍ�Í�Ê�ÜªÓ�ÑnÊ�ÑlØ_îZÌ
Î�Ï�ÑnÊ*Ø�Ù+Ù�Ê�ÕsÏ�Ñ�ÑlÝsÔlÌ+Ì�Ó�Ñ}ÚfÍ�Î^]+Ì�ËOÖ�ØZÙ�ÑlÓ�`aGbE)FLcJ?'@0FNcNdfeBd#ghd�F
e6diFjAkdil<m�dk@)m�E)F
@0GnD9C4op@)FjefqLDTc�q
r @)?&D8@Bs�D9GTD9C�o�ÊZÖ¯ÑnÌ+ÏBÌ+Ï�Ù+ÊZÕsÏfÑnÌ�ÔnÌqËNÎ�Ï3Þ�Ï�Ø_Ï·Ù�Î¨Ø_Í!ËsØ_ÑlØsâ

:�ÝsÌ�Õ�ÓnÌNÊ_ÖªÍ�Î�ÏsÌ�ØZÔ
Û�ÔnÊwÙ+Ì�ÓlÓ�ÌqÓ�Ü.Î�ÑnÝ�ÝsÌqØqß�ÚOÑ%Ø_Î�Í�ÌqË Î�ÏsÏsÊ�ß�Ø�ÑlÎ�Ê�Ï�ÓNç%qLDTc�q r @)?&D8@6siD9GTD9C�o+ì¸Î¨Ó
ÏsÊZÑ)ÏsÌ+Ü Ø_Ï�Ë*Ý�Ø�Ó0ÔlÌ�Ù+Ì+Î�ßZÌ�Ë*Ø�Ð�ÔnÌqØ�Ñ�Î�Ò/Û8ÊZÔnÑlØZÏ�Ù�Ì
Î�ÏáÒ/ÊwËwÌ�Í�Í�Î�ÏsÐ�ÑlÎ�Ò/Ì­ÓnÌ+ÔlÎ�Ì�Ó�â<t�æsØ_ÒuO
ÛsÍ�Ì�Ó/Ü.Ý�Ì+ÔnÌ,ÓnÕ�ÙlÝ�Ò/ÊwËwÌ�Í�Ó�ØZÛsÛ8Ì�Ø_Ô­ÑlÊ à8Ì,Ø_ÛsÛ�ÔnÊ�ÛsÔnÎ¨Ø�ÑlÌ�Ý�Øqß�Ì3à8Ì+Ì�Ï Ö×ÊZÕsÏ�Ë�àfÚ�ãfÑnÕ�Ù%î
Ø_Ï·ËvH�Í�Ì+Î�ÏsÌ+ÔNç�è�éLw�P�ì�ô¼Ü.Ý�Ê*Ù+ÊZÏ�ÓnÎ�ËwÌ�ÔnÌqËáÑlÌ+Í�Ì+ÛsÝsÊ�ÏsÌNÓnÎ�Ð�Ï�Ø_Í¨Ó+ô�Ø_Ï·ËvV·Ø_Ò�Ø ç�è�éBxNMZì�ô¼Ü.ÝsÊ
Ò/ÊwËwÌ�Í�Í�Ì�Ë3Ó�ÑnÊsÙlî�Ò�Ø_ÔlîZÌ�Ñ.ÛsÔlÎ�Ù+Ì�Ó�â

:�ÝsÌ�ÛsÔlÌ�ÓnÌ+Ï�Ù+Ì/ÊZÖym&C4?'E0FNcpeBd#ghd�F
eBd�F
A�d
Î�Ï ÑnÎ�Ò/Ì�Ó
ÓnÌ+ÔlÎ�Ì�Ó�Ü�ØZÓ�Þ�Ô%Ó}Ñ
ÝsÎ�ÐZÝsÍ�Î�ÐZÝ�ÑlÌ�Ë�Î�Ï ÝfÚNO
ËwÔlÊZÍ�ÊZÐ�Î�Ù�Ø�Í�ËsØ_ÑlØ�â\U~ÏOÌ�Ù+ÊZÏsÊ�Ò­Î¨Ù+Ó�ô8ÑnÝsÌ­Í�ÊZÏ�ÐNÒ/Ì+Ò/Ê�ÔnÚ,Ù+ÊZÒ/Û8ÊZÏsÌ�Ï�Ñ�ÜTØZÓ0Þ�Ô%Ó�Ñ�ËwÌ�ÑlÌ�Ù�ÑnÌ�Ë
Î�Ï3Ì+æwÙ%Ý�ØZÏsÐZÌ)Ô%Ø�ÑlÌ�ËsØ_ÑlØ/ØZÏ�Ë�Î�Ï,Ó�ÑnÊwÙ%î�ÛsÔlÎ�Ù+Ì�Ó.ËsØ_ÑlØsâ

U~ÏNØ�ÏfÕsÒ
à8Ì+Ô�ÊZÖ«Û�Ø_Û8Ì�ÔlÓ�ô�ÓnÌ�Ø�Ó�Ê�Ï�Ø_Í�z�Õ�Ù�ÑnÕ�Ø_ÑnÎ�ÊZÏ�Ó5Ý�ØqßZÌªà8Ì�Ì+Ï�Ö×ÊZÕsÏ�Ë/ÑlÊ�ÛsÍ¨ØqÚ/Ó�Î�ÐZÏsÎ�Þ·Ù�Ø_Ï�Ñ
ÔlÊZÍ�Ì�Î�Ï ÑlÎ�Ò/Ì3ÓnÌ+ÔlÎ�ÌqÓ�Ò/ÊwËwÌ�Í�Í�Î�ÏsÐ�â{V�ÊZÔ¸Î�ÏwÖ×Ì+ÔlÌ+Ï�Ù+Ì�ØZÏ�Ë Ö×ÊZÔlÌ�Ù�ØZÓ�ÑnÎ�ÏsÐ,Û�ÕsÔnÛ8ÊfÓ�ÌqÓ+ô�ÓnÌ+ßZÌ+Ô%Ø_Í
ÛsÔlÊwÙ�ÌqËwÕsÔlÌ�Ó¸Ø_ÔlÌNÕ�ÓnÌ�Ë ÑlÊáÑnÔlÌ�Ø_Ñ
ÑlÝsÎ¨Ó­ÓnÌ�Ø�Ó�Ê�Ï�Ø_Í�Î�Ñ~Ú�â ã�Ì�ÌNÖ×ÊZÔ­Î�Ï�Ó�ÑlØZÏ�Ù�Ì}|�ÕsÏ�Ø�ËwÊ~diCX@0Gb�
ç4�ZëZë6x�ì�Ø_Ï�Ë�ÑnÝsÌ�ÔlÌ�Ö×Ì+ÔlÌ+Ï·Ù�Ì�ÑlÝsÌ+ÔlÌ+Î�Ï!â
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:�ÝsÌ�ÔlÌ+Ò�Ø_Î�ÏsÎ�ÏsÐ
Ê_Ö!ÑnÝsÎ¨Ó�Û�ØZÛ8Ì+Ô�Î¨ÓTÓ�ÑnÔlÕ�Ù�ÑlÕsÔnÌqË�ØZÓ5Ö×ÊZÍ�Í�Ê�ÜªÓ�â+U~Ï3ã�Ì�Ù�ÑlÎ�ÊZÏ��wôfÜ�Ì�Î�Ï�ÑlÔnÊsËwÕ�Ù�Ì
ÑnÝ�Î�Ó\W�ó�V+U�ãwÉJW�O~ãwØfã*Ò­ÊsËwÌ+ÍGâ5U~Ï�ãwÌ�Ù�ÑlÎ�Ê�Ï{��ôIÜ�Ì­Ì�Ó�ÑlØ_à�Í�Î¨ÓnÝáÙ+ÊZÏ�ËwÎ�ÑnÎ�Ê�Ï�Ó0Ö×ÊZÔ)Ì+æwÎ�Ó�ÑnÌ�Ï�Ù�Ì
Ø_Ï·Ë�Î�Ï�ßZÌ+ÔnÑnÎ�àsÎ�Í�Î�Ñ~Ú�â5ã�Ì�Ù�ÑnÎ�ÊZÏIP­Î¨ÓªËwÌ+ßZÊZÑnÌ�ËNÑlÊ­ÑlÝsÌ�Ó�Î�Ò
ÕsÍ¨Ø�ÑlÎ�Ê�Ï3Ó�ÑnÕ·ËwÚZâ

� ���f��� Ä�Å��Y�

W®ã
α
ã�ÔlØZÏ�ËwÊ�Ò ß_Ø_ÔlÎ�ØZàsÍ�Ì

X
Ý�ØZÓ.Ù%Ý�Ø_Ô%ØZÙ�ÑnÌ�ÔnÎ¨Ó}ÑlÎ�Ù0Ö×ÕsÏ�Ù�ÑlÎ�ÊZÏ

E exp(iaX) = exp{−σα|a|α}, a ∈ R, 0 < α ≤ 2.

Ü.ÝsÌ�ÔnÌ
i
Î¨Ó�ÑnÝ�Ì/Ù�Ê�Ò/ÛsÍ�Ì+æ*ÏfÕsÒ
à8Ì+Ô�Ó�Õ�Ù%ÝáÑnÝ�Ø_Ñ

i2 = −1
âX:�ÝsÌ­Û�ØZÔlØZÒ/Ì�ÑnÌ�Ô

σ
Î¨Ó�Ù+ØZÍ�Í�Ì�Ë

ÑnÝ�Ì�ÓlÙ+Ø_Í�Ì­Û�ØZÔlØZÒ­Ì+ÑnÌ+ÔqôIÑnÝsÌ�Û�Ø_Ô%Ø_Ò/Ì+ÑnÌ+Ô
α
Î¨Ó)ÑnÝ�Ì/Î�Ï�ËwÌ�æOÊ_Ö�Ó}Ñ%Ø_àsÎ�Í�ÎhÑ}ÚZâuU�Ö

α = 2
ô
X
Î�Ó

Ð�ØZÕ�ÓlÓ�Î¨Ø_Ï�Ü.ÎhÑlÝ3ß_Ø_ÔlÎ�ØZÏ�Ù�Ì
2σ2 â�U�Ö 0 < α < 2

ôwÑlÝsÌ+Ï
E|X|p =∞

Ö×ÊZÔ
p ≥ α

â

W0ÓlÓnÕsÒ/ÌTÑnÝ�Ø_Ñ
(Zt)t∈Z

Î�Ó�ØZÏ¸Î�Ï�ËwÌ�Û8Ì+Ï�ËwÌ�Ï�ÑnÍ�Ú¸ØZÏ�Ë¸Î�ËwÌ�Ï�ÑlÎ�Ù�Ø_Í�Í�Ú¸ËwÎ�Ó�ÑnÔlÎ�àsÕwÑnÌqË{�%D8�^D8�9e&��ÓnÚfÒuO
Ò/Ì�ÑlÔnÎ¨Ù

α
O~Ó}Ñ%Ø_àsÍ�Ì/çGã

α
ãsì�ÔlØZÏ�ËwÊZÒ ß�ØZÔnÎ¨Ø_àsÍ�Ì�ÓTÜ.ÎhÑlÝ

0 < α ≤ 2
â��¼Ì�Ñ

φp (B)
Ø_Ï·Ë

θq (B)
à8ÌªÑlÝsÌ0ÜTÌ+Í�Í·î�ÏsÊ�Ü.Ï�ÏsÊ�ÏNÓ�ÌqØZÓnÊZÏ�Ø_Í·Ø_ÕwÑlÊZÔlÌ+Ð�ÔnÌ�ÓnÓnÎ�ßZÌªØ_Ï�Ë�Ò/Ê�ß�Î�ÏsÐ¸ØqßZÌ�ÔlØZÐZÌ�Û8Ê�Í�Ú�ÏsÊ�Ò/Î�ØZÍ�Ó
Ü.Î�ÑnÝBÔlÌ�Ø_Í!Ù�Ê�Ì���Ù�Î�Ì+Ï�Ñ%Ó.ËwÌ�Þ·ÏsÌ�Ë3àfÚ

φp(B) = 1− φ1B − . . .− φpB
p;

θq(B) = 1 + θ1B + . . .+ θqB
q.

W�]+Ì�ÔnÊBOGÒ/Ì�ØZÏ ÛsÔlÊwÙ�ÌqÓnÓ
(Xt)

Î¨ÓBÓnØZÎ�Ë Ø Ó�ÌqØZÓnÊZÏ�ØZÍªÖ×Ô%ØZÙ�ÑlÎ�ÊZÏ�ØZÍ�Í�Ú�Î�Ï�ÑnÌ�ÐZÔ%Ø�ÑlÌ�Ë Û�ÔnÊwÙ+Ì�ÓlÓ+ô
ËwÌ�ÏsÊ_ÑlÌ�Ë�àfÚ

ARFISMA(p, d, q) × (P, D, Q)s
ôTÎ�Ö)ÑnÝsÌBÖ×Ê�Í�Í�Ê�Ü.Î�ÏsÐ Ì�K�Õ·Ø�ÑnÎ�ÊZÏ�Î¨Ó

ÓlØ�ÑnÎ¨Ó�Þ�Ì�Ë

φp(B)ΦP (B
s)(I −B)d(I −Bs)DXt = θq(B)ΘQ(B

s)Zt,
ç}è{ì

Ü.ÝsÌ�ÔnÌ�ÑnÝ�Ì
Í�Ê�ÏsÐ�Ò/Ì+Ò/Ê�ÔnÚ�Û�ØZÔlØZÒ/Ì�ÑnÌ�ÔlÓ
d
Ø_Ï�Ë

D
Ø_ÔlÌ�Ö×Ô%ØZÙ�ÑnÎ�ÊZÏ�ØZÍHô

B
Î�ÓªÑnÝsÌ
à·ØZÙ%îfÜ�Ø_Ô%Ë

ÊZÛ8Ì�ÔlØ_ÑnÊ�Ô¥Ø_Ï·Ë
s
Î¨Ó¥ÑnÝsÌ)Ó�ÌqØZÓnÊZÏ�ØZÍsÛ8Ì+ÔlÎ�ÊwË­ÑlÝ�Ø�Ñ�Î¨Ó¥ÑnÝsÌ�ÏfÕsÒ
à8Ì�Ô�Ê_Ö!ÊZà�ÓnÌ+Ôlß�Ø�ÑlÎ�ÊZÏ�Ó�Û8Ì�Ô5Û8Ì�O

ÔlÎ�ÊwË*ç
s = 1

Ö×ÊZÔ�Ø_ÏsÏ�Õ�Ø_ÍIËsØ�Ñ%Øsô
s = 2

Ö×ÊZÔTÝ�Ø_Í�Ö9OGÚZÌqØ_ÔlÍ�Ú/ËsØ�Ñ%Øsô
s = 4

Ö×Ê�ÔRKfÕ�Ø_ÔnÑnÌ�ÔnÍ�Ú­ËsØ_ÑlØ�ô

s = 12
Ö×ÊZÔTÒ­Ê�Ï�ÑlÝsÍ�Ú�ËsØ_ÑlØsô

s = 52
Ö×ÊZÔTÜ�Ì�Ì+î�Í�Ú�ËsØ_ÑlØfì�â�íªÌ�ÔnÌ0ÑnÝsÌ)Û8ÊZÍ�Ú�ÏsÊZÒ/Î¨Ø_Í¨Ó

ΦP (B)
Ø_Ï·Ë

ΘQ(B)
ØZÔnÌ�ÔlÌ�ÓnÛ8Ì�Ù�ÑnÎ�ßZÌ+Í�Ú�ÑlÝsÌ0Ó�ÌqØZÓnÊZÏ�ØZÍ

P
Ê�ÔlËsÌ+Ô¥Ø_ÕwÑlÊZÔlÌ+Ð�ÔnÌ�ÓnÓnÎ�ßZÌTÛ8Ê�Í�Ú�ÏsÊ�Ò­Î¨Ø_ÍsØZÏ�Ë

ÑnÝ�Ì�Ó�ÌqØZÓnÊZÏ�ØZÍ
Q
ÊZÔ%ËwÌ+Ô.Ò­Ê�ß�Î�Ï�Ð/Ø{ßZÌ+Ô%Ø_ÐZÌ�Û8Ê�Í�Ú�ÏsÊ�Ò/Î�ØZÍHâ

�



:�ÝsÌ�Ö×ÔlØ�Ù�ÑlÎ�Ê�Ï�Ø_Í«ËsÎTSIÌ+ÔlÌ+Ï�Ù+Ì�Ê�Û8Ì+Ô%Ø�ÑnÊ�Ô
(1−B)

d Î¨Ó.ËsÌ�Þ�ÏsÌqË�à�ÚNÎhÑ%ÓªÉ*Ù�Í¨Ø_ÕsÔlÎ�Ï3ÓnÌ+ÔlÎ�ÌqÓ

(1−B)
d
=

∞
∑

j=0

Γ (j − d)

Γ (−d) Γ (j + 1)
Bj ,

Ü.ÝsÌ�ÔnÌ
Γ (x)

Î¨Ó�ÑnÝsÌ5t¥ÕsÍ�Ì+ÔªÐfØ_Ò/Ò�Ø
Ö×ÕsÏ�Ù�ÑnÎ�ÊZÏ,ËwÌ+Þ�ÏsÌ�Ë3àfÚ
Γ (x) =

∫∞

0
tx−1e−tdt

â

:�ÝsÌ�ãwÌ�ØZÓnÊZÏ·Ø_ÍNVsÔ%ØZÙ�ÑnÎ�ÊZÏ�ØZÍ�Í�Ú)Î�ÏfÑnÌ�ÐZÔ%Ø�ÑnÌqË�ÛsÔlÊwÙ�ÌqÓnÓnÌ�Ó!Ü.Î�ÑlÝ¸Ó�ÑlØZàsÍ�Ì�Î�ÏsÏsÊ�ß�Ø�ÑlÎ�ÊZÏ�Ó¬ØZÛsÛsÔlÊ�ØZÙ%Ý
Ì+Ï·Ø_àsÍ�Ì�Ó�ÑlÝsÌ/Ò­ÊsËwÌ+Í�Î�Ï�Ð�ÊZÖ�Ò�Ø_ÏfÚ,Ö×Ì�Ø_ÑnÕsÔlÌ�Ó)ÊZÖ5Þ�Ï�Ø_Ï·Ù�Î¨Ø_Í�Ò�Ø_ÔlîZÌ�Ñ�ÔnÌ+ÑnÕsÔlÏ�Ó�â­ã�Î�Ï·Ù�Ì/ÎhÑ�Î¨Ó
Ø­ËwÎ�ÔlÌ�Ù�Ñ�ÐZÌ+Ï�Ì+Ô%Ø_Í�Îb]qØ�ÑnÎ�ÊZÏ�Ê_Ö¼ÑlÝsÌ\V�W0ó�U}ÉJW:Ò/ÊwËwÌ�ÍIÊ_Ö�ä)ÔlØZÏsÐZÌ�ÔTØ_Ï·ËNå�Ê{ÚZÌ�Õwæ*ç�è�é�êZë�ì�ôfÎhÑ
Ù�Ê�Ï�Ñ%Ø_Î�Ï�Ó.Ó�Ì�ßZÌ+Ô%Ø_ÍIÌ�æ�ÑlÌ+Ï�ÓnÎ�Ê�Ï�Ó.ØZÓ�`

èZâY:�ÝsÌ�Í�Î�ÏsÌqØ_Ô�ÛsÔlÊwÙ�ÌqÓnÓnÌ�Ó¥Ü.ÎhÑlÝ�U~ÏwÞ�ÏsÎ�ÑnÌ)ß�Ø_ÔlÎ¨Ø_Ï�Ù+ÌªÓ�ÑnÕ�ËsÎ�ÌqË�à�ÚaV�ØZÒ�Ø�ç�è�é6x6MZì�ô�ãfÑnÕ�Ù%î
Ø_Ï·Ë}H�Í�Ì+Î�ÏsÌ+Ô­ç}è�éLw�P�ì�ô�Ê�Ô<�TÔnÊwÙ%î�Ü�Ì+Í�Í¼ØZÏ�ËJ��Ø{ß�Î�Ó¸ç}èqéZé�èqìTÜ.ÝsÌ�Ï

D = d = 0
ØZÏ�Ë

P = Q = 0
â

�wâY:�ÝsÌ�W0óYU}É�W ÛsÔlÊwÙ�ÌqÓnÓnÌ�Ó�Ü.ÎhÑlÝ/Ó�ÑlØZàsÍ�Ì�Î�ÏsÏ�Ê{ß_Ø�ÑnÎ�ÊZÏ·Ó�Î�ÏfÑnÔlÊwËwÕ�Ù+Ì�Ë¸àfÚ­ãwØZÒ/ÊZÔlÊwËwÏsÎ�Ñ�O
ÓnîfÚ�Ø_Ï�Ë�:�Ø6KNKfÕ�ç�è�é�é0P�ì¥Ü.Ý�Ì+Ï

d
Î¨Ó.Î�ÏfÑnÌ+Ð�Ì+Ôqô

D = 0
Ø_Ï�Ë

P = Q = 0
â

�sâY:�ÝsÌ0Ö×ÔlØ�Ù�ÑnÎ�ÊZÏ·Ø_Í	W0ó�U}ÉJW ÛsÔlÊwÙ�ÌqÓnÓnÌ�Ó�Ü.Î�ÑlÝNÓ�ÑlØ_à�Í�Ì0Î�ÏsÏsÊ�ß�Ø�ÑlÎ�Ê�Ï�Ó¥Ê_Ö�H0Ê�îZÊ�Ó']+î�Ø�Ø_Ï�Ë
:�ØBKLKfÕ�ç�è�éZéNMZì5Ü.ÝsÌ�Ï

D = 0
Ø_Ï·Ë

P = Q = 0
â

P�âY:�ÝsÌáã�W0ó�U}ÉJW Û�ÔnÊwÙ+Ì�ÓlÓ�ÌqÓ¸Ü.Î�ÑnÝ Ü.ÝsÎ�ÑnÌ,ÏsÊ�Î�ÓnÌBÎ�Ï�ÏsÊ{ß_Ø�ÑnÎ�Ê�Ï�Ó­Ê_Ö\�TÔlÊwÙ%î�Ü�Ì+Í�Í.Ø_Ï�Ë
�)Øqß�Î¨Ó�ç}èqéZé�èqì5Ü.ÝsÌ+Ï

d
Ø_Ï�Ë

D
Ø_ÔlÌ)Î�Ï�ÑlÌ+ÐZÌ�ÔlÓ.Ø_Ï·Ë

α = 2
â

MwâY:�ÝsÌ�ÓnÌ�ØZÓnÊZÏ�ØZÍ�Ö×Ô%ØZÙ�ÑnÎ�ÊZÏ�ØZÍ�Í�Ú¸Î�ÏfÑnÌ+Ð�ÔlØ_ÑnÌqË­ÛsÔlÊwÙ�ÌqÓnÓnÌ�Ó�Ü.ÎhÑlÝ�Þ�ÏsÎ�ÑnÌ0ß_Ø_ÔlÎ�ØZÏ�Ù�Ì�ç
α = 2

ì
Ê_Ö�Q�ÊZÔnÑnÌ�Ô�O~íªÕ·ËsØ_îáç}è�é�éZëfì5ØZÏ�Ë3í0Ø�ÓnÓnÍ�Ì+Ô�ç�è�éZéBPfì5Ü.ÝsÌ�Ï

d = 0
Ø_Ï�Ë

p = q = 0
â

U~Ï�ÑlÝsÌ�ÛsÔnÌqÓ�Ì�Ï�Ñ�Û�ØZÛ8Ì+Ôqô¼Ü�Ì�Ö×ÊwÙ�Õ�Ó�Ê�ÕsÔ
Ø�Ñ�ÑlÌ+ÏfÑnÎ�ÊZÏ Ê�ÏOÑlÎ�Ò­ÌNÓnÌ+ÔlÎ�ÌqÓ�Ò/ÊwËwÌ�Í�Ó�Ü.Î�ÑnÝ
P =

Q = 0
Ð�Î�ßZÌ�Ï3àfÚ

φp(B)(I −B)d(I −Bs)DXt = θq(B)Zt
ç4��ì

Ü.ÝsÌ�ÔnÌ
(Zt)t∈Z

Î¨Ó�Ø_Ï��%D8�^D8�9e&� Ó�Ú�Ò/Ò/Ì�ÑlÔnÎ¨Ù
α
O~Ó}Ñ%Ø_àsÍ�Ì�çHã

α
ã�ì�Ô%Ø_Ï·ËwÊZÒ ß�ØZÔnÎ¨Ø_à�Í�ÌqÓ/Ü.Î�ÑnÝ

0 < α ≤ 2
â

:�ÝsÌªÛsÔlÊwÙ�ÌqÓnÓ�ÓnÛ8Ì�Ù+ÎhÞ�ÌqË­à�Ú3ç4��ì�Î�Ó�ÑnÝ�Ì+Ï�Ø�Û�ØZÔ�ÑlÎ�Ù+ÕsÍ¨Ø_Ô¥Ù�ØZÓnÌ�ÊZÖ8ÑnÝ�Ì0Ó�ÌqØZÓnÊZÏ�ØZÍfÖ×Ô%ØZÙ�ÑnÎ�ÊZÏ�ØZÍ�Í�Ú
Î�Ï�ÑnÌ�ÐZÔ%Ø�ÑlÌ�ËNÛ�ÔnÊwÙ+Ì�ÓlÓ�ËwÌ�Þ�Ï�Ì�Ë3àfÚOç}è{ì�â

P



� �~��Èi�«Â��.Á3ÇR����Á�Å È+Áu����Ã¬Â¬È&�BÈ���È�Â
�

W.Ù+Ù�Ê�ÔlËsÎ�ÏsÐ/ÑnÊNä)Î�ÔlØZÎhÑlÎ¨Ó.ØZÏ�ËI�!Ì�Î�ÛsÕ·Ó�ç�è�éZéNMZì�ÊZÔ0ó.Ì+Î¨Ó�Ì�Ï d�C¡@0Gb��ç��_ëZë6x�ì�ôwÊZÏsÌ�Ù�Ø_ÏBÌ�Ø�Ó�Î�Í�Ú
ÓnÝsÊ{Ü ÑnÝ�Ø_Ñ

(I −B)d(I −Bs)D =

[ s
2 ]
∏

j=0

[

(1− eiλjB)(1− e−iλjB)
]dj

=

[ s
2 ]
∏

j=0

(1− 2cosλjB +B2)dj ,
ç8�fì

Ü.Î�ÑnÝ
d0 = d+D

2

ô
di = D

ô
i = 1, . . . , [ s2 ] − 1

ô
d[ s

2 ] =
D
2

ô
λj =

2πj
s

ô
j = 0, . . . , [ s2 ].

:�ÝfÕ·ÓTÑlÝsÌ�ÛsÔlÊwÙ�ÌqÓnÓ�ËwÌ+Þ�ÏsÌ�Ë3à�ÚOç4�Zì�Ù+ØZÏ3à8Ì�ÔlÌ+Ü.ÔlÎhÑnÑnÌ�Ï3Ø�Ó

φp(B)

[ s
2 ]
∏

j=0

(1− 2cosλjB +B2)djXt = θq(B)Zt.

�!Ì+Ñ)ÑnÝsÌ­Û8ÊZÍ�Ú�ÏsÊZÒ/Î¨Ø_Í
φp(z)

Ó�Õ�Ù%Ý*ÑlÝ�Ø�Ñ�Ø_Í�Í�Î�Ñ%Ó�ÔlÊ�ÊZÑlÓ0Í�Î�Ì­ÊZÕwÑ%Ó�Î¨ËwÌ¸ÑnÝsÌ­ÕsÏsÎ�Ñ�Ù+Î�Ô%Ù�Í�ÌZâ�:¼Ê
ÓnÝsÊ{Ü ÑlÝ�Ø�Ñ\t3KfÕ�Ø�ÑlÎ�ÊZÏ ç4�Zì0Ý�ØZÓ)Ø�Õ�ÏsÎ^KfÕsÌ/Ù+ØZÕ�ÓnØZÍ¬Ò/Ê{ß�Î�ÏsÐ�Ø{ßZÌ+Ô%Ø_ÐZÌ
Ó�Ê�Í�ÕwÑlÎ�ÊZÏ!ôIÜ�Ì¸ÏsÌ+ÌqË
ÑnÊ�ËwÌ�Þ·ÏsÌ�ÑnÝsÌ�Ù�ÊwÌi��Ù�Î�Ì+ÏfÑlÓ

(cj)j∈Z

àfÚ�ÑlÝsÌ�Ö×ÊZÍ�Í�Ê{Ü.Î�ÏsÐ­Ì�KfÕ�Ø�ÑlÎ�Ê�Ï

θq(z)

φp(z)

[ s
2 ]
∏

j=0

(1− 2cosλjz + z2)−dj =

∞
∑

j=0

cjz
j .

ç¢P�ì

U�ÑªÎ¨Ó�Ì�Ø�Ó�Ú�ÑlÊ/ßZÌ+ÔlÎ�Ö×Ú�ÑnÝ�Ø_Ñ

cj −

min(j,p)
∑

i=1

φicj−i = ψj (d, ν) +

min(j,q)
∑

i=1

θiψj−i (d, ν) ,
ç4MZì

Ü.ÝsÌ�ÔnÌ)ÑnÝ�Ì
ψ £ Ó.ØZÔnÌ�ËsÌ�Þ�ÏsÌqË3àfÚ

ψj (d, ν) =
∑

0≤l0,··· ,l[ s
2
]≤j,

l0+···+l[ s
2
]=j

Cl0 (d0, ν0) · · ·Cl[ s
2
]

(

d[ s
2 ], ν[ s

2 ]

)

.
ç8xfì

:�ÝsÌNÜTÌ+Î�Ð_ÑnÝ·Ó
(Cl (di, νi))l∈Z

Ø_ÔlÌ�ÑnÝsÌBä)Ì+Ð�Ì+Ïfà�ØZÕsÌ+Ô
Û8Ê�Í�Ú�ÏsÊ�Ò/Î�ØZÍ�Ó
Ø_Ï�Ë ÑnÝ�Ì+Ú Ù+Ø_Ï=à8Ì
Ù�Ê�Ò/ÛsÕwÑnÌqË�Õ�ÓnÎ�ÏsÐ­ÑnÝ�Ì)Ö×Ê�Í�Í�Ê�Ü.Î�Ï�Ð­ÔlÌ�Ù�ÕsÔ%ÓnÎ�Ê�Ï�Ö×Ê�ÔnÒ
ÕsÍ¨Øh`


















C0 (di, νi) = 1

C1 (di, νi) = 2diνi

Cj (di, νi) = 2νi

(

di−1
j

+ 1
)

Cj−1 (di, νi)−
(

2di−1
j

+ 1
)

Cj−2 (di, νi) , ∀j > 1.

M



ã�Ì�ÌZô�Ö×ÊZÔ�Î�Ï�Ó�ÑlØZÏ�Ù�ÌZôsÉ*ØZÐZÏ�Õ�Ó\d�CR@)G^�0ç}èqéBxBxfì�Ö×ÊZÔ�Ò/ÊZÔlÌ)ËsÌ�ÑlØZÎ�Í¨ÓTÊ�ÏBä)Ì+ÐZÌ�Ïfà�ØZÕsÌ+Ô�Û8ÊZÍ�Ú�ÏsÊ0O
Ò/Î�ØZÍ�Ó�â
¤0ÓnÎ�ÏsÐ¸Ì+æwÛsÔnÌqÓnÓnÎ�Ê�Ïáç8��ì�ØZÏ�ËNØ�Ù+Ù�Ê�ÔlËsÎ�ÏsÐ�ÑnÊ�ä)Î�ÔlØZÎhÑlÎ�ÓTØZÏ�Ë��¼Ì+Î�ÛsÕ�Ó�ç}èqéZéNMZì�ÊZÔR¥�Ê�ÊwËsÜTØ_Ô%Ë
d�CY@)G^��ç}èqéZé�ê�ì�ôsÜTÌ
Ù+Ø_Ï*ËwÌ�ÑlÌ+ÔlÒ/Î�ÏsÌ�ÑlÝsÌ
Ù+ÊZÏ�ßZÌ+ÔlÐZÌ+Ï·Ù�Ì�ÔlÌ+ÐZÎ�ÊZÏBÊ_Ö�ÑnÝsÌ

α
ÊZÔ%ËwÌ+ÔªÒ/ÊZÒ/Ì+Ï�Ñ

Ê_Ö�ÑnÝsÌ�ÛsÔlÊwÙ�ÌqÓnÓ�ÐZÎ�ßZÌ+Ï3àfÚ�ç4��ìTÎHâ Ì�Ù�Ê�Ï�ËwÎ�ÑnÎ�ÊZÏ�Ó.ÊZÏ3ÑnÝsÌ�Û�Ø_Ô%Ø_Ò/Ì�ÑlÌ+Ô%Ó
d
ØZÏ�Ë

D
ÓnÕ�Ù%Ý�ÑlÝ�Ø�Ñ

∞
∑

j=1

|cj |
α
< 1

â�:�ÝsÌ�ÔlÌ�Ó�Õ�ÍhÑ%Ó.Ø_ÔlÌ�ÓnÛ8Ì�Ù�Î�Þ�Ì�Ë3Î�Ï3ÑnÝsÌ�Ö×Ê�Í�Í�Ê�Ü.Î�ÏsÐ­ÑnÝ�Ì+ÊZÔlÌ+ÒBâ

¦�§+¨L©�ª)¨L«­¬¯® F
e6di?XC9q�dR=iE)G¢GbE)°�D¢FNcJA�E)F
e0D9C4D8E0Fhm
|D + d| < 1 − 1

α

@0F
e
|D| < 1 − 1

α

°�D9C¢q
1 < α ≤ 2

�

± ��ñ¢=fC9q�dXghE0Gno)F
E0²_D8@0G
φp (z)

qh@)mfFjE{?�E�E)C4mfD9F~C9q�d�³�F�D9CXAiD9?'A�Gbd}C9q�diF~C¢qhdXgj?'E�Akdim�m
eBd4´3F
dkeasiof�%µ��\q�@�m\@_³�F	D8¶i³�d5Ak@0³Lm�@)G
²aE r D9FNc·@ r d�?'@�cNd5?'d%gj?'d&m�d�F�C#@)C�D8E)F�c0D r diF�s�o

Xn =

∞
∑

j=0

cjZn−j ,
ç�wZì

°�qhd�?'dXC¢qhduAkE�d8¸~AiD8d�F�C4m
(cj)j∈Z

@)?'due6d8´3F
d�e�s�o}�$¹��B�

µN��ñ¢=kl3D9Fp@6eBe0D9C4D8E0Fhl�C¢qhdYghE)GTo)F
E)²uD8@0G
θq(z)

qh@)m5F
Ea?'E�E)C4m5D9F�C9q�d�³�F	D9CRA�D9?�A�Gbd_C¢qhd�F

Zn =

∞
∑

j=0

c̃jXn−j
@)GT²ºE)m�C�m&³�?'diGTo

,

°�qhd�?'dXC¢qhduAkE�d8¸~AiD8d�F�C4m
(c̃j)j∈Z

@)?'due6d8´3F
d�e�s�o

c̃j = πj (d, ν)−

min(j,p)
∑

i=1

φiπj−i (d, ν) +

min(j,q)
∑

i=1

θic̃j−i.
ç�êfì

»jqhd{°3d�DTc�qLC8m
(πj (d, ν))j∈Z

@0?'dJm&³�A�q~C¢qh@0C
πj (d, ν) = ψj (−d, ν)

°�D9C9q¼C¢qhd
A�E�d8¸~A�D8diF	C8m

(ψj (−d, ν))j∈Z

cBD r diF{D9Fpd�¶i³�@0C4D8E0F½��¾k�B�

¿ ¨L« À�ª�Á
W.Ù+Ù�Ê�ÔlËsÎ�ÏsÐ­ÑnÊ�óªÌ+Î¨Ó�Ì�ÏÂdiC¡@0Gb�0ç��_ë�ëBx�ì�ôfÑnÝ�Ì�Ò/ÊwËsÌ+Í¼ËwÌ�Þ�ÏsÌqË3Î�Ï ç4��ì�Î¨Ó.ØZÏ

ARUMA(p, d+D2 , D, . . . ,D, D2 , q)
Ü.ÎhÑlÝ�Ð�ØZÕ�ÓnÓnÎ¨Ø_Ï­Î�ÏsÏsÊ�ß�Ø�ÑlÎ�Ê�Ï�Ó�Ü.ÝsÌ+Ï

α = 2
â�:�ÝsÌ�Ï!ô

Î�Ñ0Î¨Ó0Ó}Ñ%Ø�ÑlÎ�Ê�Ï�Ø_ÔlÚNØZÏ�ËBÎ�Ï�ßZÌ+ÔnÑnÎ�àsÍ�Ì�Î�Ö¥ØZÏ�ËBÊZÏsÍ�Ú�ÎhÖ
|D + d| < 1

2

ØZÏ�Ë
|D| < 1

2

ç�ÓnÌ+Ì
Ø_Í¨ÓnÊ�ô
Ö×ÊZÔ.Î�Ï�Ó�ÑlØZÏ�Ù�Ì�ô�ä)Î�ÔlØZÎhÑlÎ�Ó.ØZÏ�Ë��!Ì�Î�ÛsÕ·Ó�ç�è�éZéNMZì�â

Ã ª)©Ä©	Å�©
Å�¦�§+¨L©�ª)¨L«­¬
Æ
:�ÝsÌ�Û�ÔnÊ�ÊZÖ¬ÊZÖ�:�ÝsÌ+Ê�ÔnÌ�Ò è�Ö×ÊZÍ�Í�Ê{ÜªÓ�ÑnÝsÌ�ÐZÔlÌ�Ø_Ñ�Í�Î�ÏsÌ�ÓªÊ_Ö�ÑnÝsÌ�ÛsÔlÊ�Ê_Ö�Ê_Ö�:�ÝsÌ�ÊZÔlÌ+Ò¯�wâ�èZâ¥Î�Ï
H0Ê�îZÊ�Ó']+î�Ø¸Ø_Ï�Ë�:�ØBKLKfÕ�ç�è�é�é6MZì�â

x



Ç È È�� Æ��i��Â¬È�Ä
Á È Â�Æ�Åf�

U~Ï ÑnÝsÎ¨Ó
ÓnÌ�Ù�ÑlÎ�Ê�Ï!ô¬Ü�Ì�Û8Ì+ÔnÖ×ÊZÔlÒ ÓnÊZÒ/Ì�Ó�Î�Ò
ÕsÍ¨Ø�ÑlÎ�Ê�Ï�Ó�ÑnÊ*Î�Í�Í�Õ�Ó}ÑlÔlØ_ÑnÌ/ÑlÝsÌ�à8Ì+Ý·Øqß�Î�ÊZÔ�ÊZÖTÑnÝsÌ
Ò/ÊwËwÌ�ÍHâJ¥OÌ�Þ�Ô%Ó�Ñ¸ËwÌqÓnÙ+ÔnÎ�à8ÌNØ,ÜTØ{ÚáÑlÊ*Ð�Ì+ÏsÌ�ÔlØ_ÑnÌ�Ë�ïªð>Z�ñ�;·ò�ï\[\;

α
;OË�Ø�ÑlØáØ_Ï�Ë�ÑlÝsÌ+Ï

Ì�æsØZÒ­Î�ÏsÌ�Ö×Ì�Ø�ÑlÕsÔlÌ�Ó0Ø�ÓªÍ�ÊZÏsÐNÔlØZÏsÐZÌ�ËsÌ+Û8Ì+Ï�ËsÌ+Ï�Ù+ÌZôIÓnÌ�Ø�Ó�Ê�Ï�Ø_Í�ÎhÑ}Ú�ØZÏ�ËBÝ�Î�Ð�Ý,ß_Ø_ÔlÎ�ØZàsÎ�Í�Î�Ñ~Ú�Î�Ï
ÑnÝ�Ì�Ó�Î�Ò
ÕsÍ¨Ø�ÑnÌqË3ËsØ_ÑlØsâ
�TÌ�Ù�Ø_Õ�ÓnÌ�ÑnÝ�Ì+ÔlÌ�Î�Ó­ÏsÊOî�ÏsÊ�Ü.Ï=ÑnÌ�Ù%ÝsÏsÎÉKfÕsÌ�ÑnÊOÐ�Ì+ÏsÌ�ÔlØ_ÑnÌ�Ø_Ï�Ì+æwØ�Ù�ÑºW�ó�V+U�ãwÉJW�Î�Ï�ÑnÝsÌ
Ó�ÑlØ_à�Í�Ì�Ù�ØZÓnÌZô0Ü�Ì�Ü.Î�Í�Í�Ø_ÛsÛ�ÔnÊ{æwÎ�Ò�Ø�ÑlÌ*ÑnÝsÌ�Î�ÏwÞ�ÏsÎ�ÑnÌ Ò/Ê{ß�Î�ÏsÐ�ØqßZÌ�ÔlØZÐZÌ�ç�wZìNØ�ÓNÖ×ÊZÍ�Í�Ê�ÜªÓ+ô
Ü.ÝsÌ�ÔnÌ

M
Î�Ó�Þ�ÏsÎ�ÑnÌ

Xt =
M
∑

j=0

cjZt−j , t = 1, . . . , N

Ü.ÝsÌ�ÔnÌ)ÑnÝ�Ì�ÏsÊZÏ3Ô%Ø_Ï�ËsÊZÒ Ù�Ê�Ï�Ó}Ñ%Ø_Ï�Ñ%Ó
cj
Ø_ÔlÌ�ËwÌ+Þ�ÏsÌqË�à�ÚOç4M�ì�â

¥�Ì�Ó�Î�Ò
ÕsÍ¨Ø�ÑnÌ�Ø�ïªð>Z�ñ&;�ò�ï\[�;
α
;·â

(I −B)d(I −Bs)D(Xt − µ) = Zt
ç�éfì

Ü.ÝsÌ�ÔnÌ
d = 0.15

ô
D = 0.20

ô
µ = 0

Î¨Ó.ÑnÝsÌ�Ò/Ì�ØZÏBÊ_Ö�ÑlÝsÌ�ÛsÔlÊwÙ�ÌqÓnÓ.ØZÏ�Ë
(Zt)

Î�Ó0Ø�ã
α
ãNO

Ó�ÑlØ_à�Í�Ì�ÛsÔlÊwÙ�ÌqÓnÓ�â3¥�Ì¸Ù�ÊZÏ·Ó�Î¨ËwÌ+Ô0ÓlØ_Ò/ÛsÍ�Ì�ÓnÎ^]+Ì�Ó
n = 1000

ØZÏ�Ë,Ó�ÌqØZÓnÊZÏ�Ø_Í!Û8Ì+ÔnÎ�ÊwËsÓ
s = 2

ô

s = 4
ØZÏ�Ë

s = 6
âu:�ÝsÌ­ß_Ø_Í�ÕsÌ�Ó)Ê_Ö5ÑlÝsÌ/Í�Ê�ÏsÐ�Ò/Ì+Ò/Ê�ÔnÚ,Û�ØZÔlØZÒ­Ì+ÑnÌ�ÔlÓ)Ø_ÔlÌ­ÙlÝsÊfÓ�Ì�ÏOÓnÕ�Ù%Ý

ÑnÝ·Ø�Ñ
|D| < 1− 1

α

Ø_Ï�Ë
|d+D| < 1− 1

α

Ø�Ù+Ù�Ê�ÔlËwÎ�ÏsÐ�ÑnÊ�ÑlÝsÌ)ØZÓlÓnÕsÒ/ÛwÑnÎ�ÊZÏ�Ó5Ê_Ö�:�Ý�Ì+ÊZÔlÌ+Ò
èZâ�:�ÝfÕ·Ó�ÑlÝsÌ�Ò/ÊwËwÌ�Í5ËwÌ+Þ�ÏsÌ�Ë à�Ú�ç�éfì)Ý�Ø�Ó�ØBÍ�ÊZÏsÐ,Ò/Ì+Ò/ÊZÔlÚOÓ�ÌqØZÓnÊZÏ�ØZÍ�Ù+ÊZÒ/Û8ÊZÏ�Ì+Ï�Ñ¸Ø�Ñ
Ö×ÔlÌ�KfÕsÌ+Ï·Ù�Î�Ì�Ó

λj =
2πj
s

Ö×ÊZÔ
j = 1, 2, . . .

[

s
2

] â

Ê�Ë�Ì ÍÏÎ�Ð>ÑLÑLÒ$Î�ÓÕÔjÎ�ÑNÖ

U~Ï3ÑlÝsÎ�Ó0ÓnÕsà�ÓnÌ�Ù�ÑlÎ�Ê�Ï!ôsÜ�Ì
Ó�ÕsÛsÛ8ÊfÓ�Ì�ÑnÝ�Ø_Ñ.ÑlÝsÌ
ËwÔnÎ�ß�Î�Ï�Ð/ÏsÊZÎ¨ÓnÌ
(Zt)

ÊZÖ�ÑnÝsÌ�Ò/ÊwËwÌ+Í�ç�é�ì�Ý�ØZÓ
Ø­Ð�ØZÕ�ÓnÓnÎ¨Ø_Ï�ËwÎ¨Ó�ÑnÔlÎ�àsÕsÑnÎ�ÊZÏ3Ü.Î�ÑnÝI]+Ì+ÔlÊ­Ò/Ì�ØZÏ3ØZÏ�Ë�Î�ÑlÓ.ß�Ø_ÔlÎ¨Ø_Ï�Ù�Ì)Î�Ó�ÑlØZîZÌ+Ï�ÑnÊ/à8Ì�Ê�ÏsÌZâ�¥OÌ
ÛsÍ�Ê_ÑnÑnÌ�Ë�ÊZÏvV�Î�Ð�ÕsÔlÌ�Ó/è�ç×Í�Ì�Ö¯Ñ�ì%O#� ç×Í�Ì�Ö¯Ñ�ì)ÑnÝsÌ/ÑnÔ%Ø)×}Ì�Ù�ÑnÊZÔlÚ,Ê_Ö�ÑlÝsÌ�ÛsÔnÊsÙ�Ì�ÓlÓ

(Xt)
Ü.ÝsÌ+Ï�ÑnÝsÌ

ÓnÌ�ØZÓnÊZÏ·Ø_ÍsÛ·Ì�ÔnÎ�ÊwËsÓ5Ø_ÔlÌ.ÔlÌ�ÓnÛ8Ì�Ù�ÑnÎ�ßZÌ+Í�Ú¸Ì�KfÕ�Ø_ÍsÑlÊ
s = 2

ô
s = 4

Ø_Ï�Ë
s = 6

â�U~Ï�ÑnÝsÌqÓ�ÌªÑnÝsÔlÌ+Ì
ÐZÔ%Ø_Û�Ý�Ó+ôfÜ�Ì)ÊZà·Ó�Ì�ÔnßZÌªÑlÝ�Ø�ÑTÑlÝsÌ)ÕsÏ·ËwÌ+ÔlÍ�Ú�Î�ÏsÐ¸ÛsÔlÊwÙ�ÌqÓnÓnÌ�Ó�ÓnÌ+Ì�Ò ÑnÊ­à8Ì�ÜTÌ�Ø_î�Í�Ú�Ó�ÑlØ�ÑlÎ�ÊZÏ�ØZÔnÚ�â

¥�ÌNÑlÕsÔnÏ�Ï�Ê{Ü ÑnÊáÑnÝ�Ì3Ó�ÑnÕ�ËsÚ ÊZÖ.ÑlÝsÌ3Í�Ê�ÏsÐáÔ%Ø_ÏsÐ�ÌNËwÌ�Û8Ì+Ï�ËwÌ�Ï�Ù�Ì3Ê_ÖªÑnÝ�Ì�ÛsÔlÊwÙ�ÌqÓnÓ
(Xt)

ËwÌ+Þ�ÏsÌ�Ë
àfÚ�ç�é�ì�â+:�ÝsÌ�ÜTÌ+Í�Ífî�ÏsÊ�Ü.Ï�ÑnÊwÊZÍ¨Ó¼Õ�ÓnÕ�Ø_Í�Í�Ú�Ì�Ò­Û�Í�Ê�ÚZÌ�Ë�ÑnÊ)ËwÌ+ÑnÌqÙ�Ñ�ÛsÔnÌqÓ�Ì�Ï�Ù�Ì5ÊZÖ�Í�Ê�ÏsÐ
Ò/Ì+Ò/ÊZÔlÚ,ØZÔnÌ
ÑnÝsÌ�Ù�Ê�ß�Ø_ÔlÎ¨Ø_Ï�Ù�Ì¸Ó}ÑlÔnÕ·Ù�ÑnÕ�ÔnÌ­ØZÏ�Ë,ÑlÝsÌ/ÓnÛ8Ì�Ù�ÑnÔ%Ø_Í�Ø_Û�ÛsÔnÊfØZÙ%Ý!â5:�ÝsÌ/ÓnÛ8Ì�Ù�ÑlÔlØZÍ

w



ËwÌ�Ï�Ó�Î�Ñ}Ú­Ê_Ö¬ä�Ø_Õ�ÓlÓ�Î¨Ø_Ï�ïªð>Z�ñ&;�ò�ï�Ò/ÊwËwÌ+Í·Ý�Ø�Ó¥à8Ì+Ì�Ï�Ü.Î¨ËwÌ+Í�Ú/Ó�ÑnÕ�ËsÎ�ÌqË�Î�Ï�ÑlÝsÌ0Í�ÎhÑlÌ+Ô%Ø�ÑnÕ�ÔnÌ�â
:�ÝsÌ�Ó�Û8ÌqÙ�ÑlÔlØZÍ«ËwÌ�Ï�Ó�Î�Ñ}ÚNÊ_Ö�Ò/ÊwËwÌ�Í¥çHé�ìTÎ�Ó.ÐZÎ�ßZÌ+Ï3àfÚ

f(λ) =
σ2
Z

2π
[2 sin(λs/2)]

−2D
[2 sin(λ/2)]

−2d ç�è�ë�ì

Ö×ÊZÔ
−π ≤ λ ≤ π

â+:�ÝsÎ¨Ó�ËwÌ�Ï�Ó�Î�Ñ}Ú�Î¨Ó�ÕsÏ�à8ÊZÕsÏ�ËsÌ�Ë¸Ø_Ñ�ÑnÝsÌ.Ó�ÌqØZÓnÊZÏ�ØZÍZÖ×ÔnÌ�K�Õ�Ì+Ï�Ù+Î�ÌqÓ
λj =

2πj
sÖ×ÊZÔ

j = 1, 2, . . .
[

s
2

] â5ã�Ì+Ì�Ö×Ê�ÔTÎ�Ï�Ó�ÑlØZÏ�Ù�ÌuØ�è�P)Ù�â�U~ÏNÞ�Ï�ÎhÑlÌ�ÓlØ_Ò/ÛsÍ�Ì�Ó�ôfÑnÝsÌ�Ó�Û8ÌqÙ�ÑlÔlØZÍIËwÌ+Ï�ÓnÎ�Ñ~Ú
Î¨Ó.ØZÛsÛsÔlÊqæwÎ�Ò/Ø_ÑnÌqË�à�Ú�ÑnÝsÌ�ÏsÊ�ÔnÒ�ØZÍ�Î^]+ÌqË�Û8Ì�ÔnÎ�ÊwËwÊ�ÐZÔlØ_Ò ËwÌ+Þ�ÏsÌ�ËBØ�Ó�Ö×Ê�Í�Í�Ê�ÜªÓ

Ĩn(λ) =

(

n
∑

t=1

X2
t

)−1 ∣
∣

∣

∣

∣

n
∑

t=1

Xte
−itλ

∣

∣

∣

∣

∣

2

.
ç}è�èqì

V�Î�Ð�ÕsÔlÌ�èZôRV�Î�ÐZÕsÔlÌ}��Ø_Ï�ËÚV�Î�ÐZÕsÔlÌI� ËwÎ¨Ó�ÛsÍ¨Ø{Ú=ÊZÏ ÑnÝsÌ,ÔlÎ�Ð�Ý�Ñ/ÑnÝsÌ*ÓnØZÒ/ÛsÍ�ÌBÏsÊ�ÔnÒ�Ø_Í�Î^]+Ì�Ë
Û8Ì+ÔlÎ�ÊwËwÊZÐ�ÔlØ_Ò ÐZÎ�ßZÌ+ÏOà�Ú�ç}è�èqì)Ø_ÛsÛsÍ�Î�Ì�ËáÑnÊ,Ó�Î�Ò
ÕsÍ¨Ø�ÑnÌqËOË�Ø�ÑlØ3Ü.ÎhÑlÝ�ÔnÌqÓ�Û8ÌqÙ�ÑlÎ�ßZÌ�Í�Ú

s = 2
ô

s = 4
Ø_Ï·Ë

s = 6
âÚ:�ÝsÌ3ÑnÝsÔlÌ+ÌBÐZÔ%Ø_ÛsÝ�Ó­ÓnÝsÊ�Ü ÛsÎ¨Ù%î�Ó�Ø�Ñ­ÑlÝsÌ,ÓnÌ�ØZÓnÊZÏ�ØZÍ5Ö×ÔlÌ�KfÕsÌ�Ï�Ù�Î�Ì�Ó�â

U~ÏOÑlÝsÌ�Ó�Û8ÌqÙ�ÑlÔlØZÍ�ËwÊ�Ò/ØZÎ�Ï¼ô¼Ø3Û8Ì�ØZî*Î�ÏOÑlÝsÌ�Ó�Û8ÌqÙ�ÑnÔ%Ø_Í¥ËwÌ+Ï·Ó�Î�Ñ~ÚOØ_Ñ�Ø3ÐZÎ�ßZÌ+ÏOÖ×ÔnÌ�KfÕsÌ+Ï�Ù+Ú
λ

Î�Ï�ËwÎ¨Ù+Ø�ÑlÌ�ÓªØ/Ù�ÚwÙ�Í�Ì�Ê_Ö�Û8Ì�ÔnÎ�ÊwË 2π

λ

Î�Ï3ÑnÝ�Ì�Û�ÔnÊwÙ+Ì�ÓlÓ+â

U~Ï/ÑnÝsÌ�Ù�Í¨ØZÓlÓ�Î¨Ù+ØZÍsÙ+Ø�Ó�Ì.Ü.ÝsÌ+ÔlÌ�ÑlÝsÌªß�ØZÔnÎ¨ØZÏ�Ù�Ì�Ê_ÖIÑnÝsÌªÒ�ØZÔnÐ�Î�Ï�ØZÍsËwÎ¨Ó}ÑlÔnÎ�àsÕwÑlÎ�Ê�Ï/Î¨Ó�Þ�ÏsÎ�ÑnÌ�Ø_Ï�Ë
Ù�Ê�ÔnÔlÌ+Í¨Ø�ÑlÎ�ÊZÏOÌ+æ�Î¨Ó�Ñ�ô¼ÑnÝ�Ì�ÓlØ_Ò/ÛsÍ�Ì�ØZÕwÑnÊsÙ�ÊZÔlÔnÌ+Í¨Ø�ÑnÎ�ÊZÏáÖ×ÕsÏ�Ù�ÑnÎ�ÊZÏJç8W>|RV�ì�Ê_ÖTÑnÝ�Ì�ËsØ_ÑlØ

ρ̂(h)
ËwÌ+Þ�ÏsÌ�Ë3àfÚ

ρ̂(h) =

n−|h|
∑

i=1

(Xi − X̄)(Xi+h − X̄)

n
∑

i=1

(Xi − X̄)2

ç�è��Zì

Ì�Ó�ÑnÎ�Ò�Ø�ÑlÌ�ÓªÑlÝsÌ
ÑnÝsÌ�ÊZÔlÌ�ÑlÎ�Ù�Ø_Í�Ø_ÕwÑlÊwÙ�ÊZÔlÔnÌ�Í�Ø�ÑlÎ�ÊZÏBÖ×ÕsÏ�Ù�ÑlÎ�Ê�Ï
ρ(h)

ây:�ÝsÌ¸à8Ê_Ñ�ÑlÊZÒ ÐZÔ%Ø_Û�Ý�ÓªÊ_Ö
V�Î�Ð�ÕsÔlÌ)è�ôBV�Î�ÐZÕsÔlÌ��)ØZÏ�ËuV�Î�Ð�ÕsÔlÌ¡��Î�Í�Í�Õ·Ó}ÑlÔlØ_ÑnÌTÑlÝsÌ.à8Ì+Ý�Ø{ß�Î�Ê�Ô�Ê_Ö�ç}è���ì¬Ü.ÝsÌ�Ï

s = 2
ô
s = 4

Ø_Ï·Ë
s = 6

â

Ê�Ë4Û ÜÝÖÄÎßÞ¡àâá�Î�Ò�ã�Ö�äåÔjÎ�ÑNÖ

¥�Ì�ÏsÊ{Ü:ØZà�Ó}ÑlÔlØ�Ù�Ñ�Ö×ÔnÊ�Ò ÑlÝsÌ�Ð�ØZÕ�ÓnÓnÎ¨Ø_Ï�Ù�ØZÓnÌ�ØZÏ�Ë3Ù+ÊZÏ�ÓnÎ�ËsÌ+Ô�ÑnÝsÌ�Ó�ÑlØZàsÍ�Ì�Ù+ØZÓnÌ�Ü.ÝsÌ+Ï3ÑnÝsÌ
Î�Ï�ËwÌ�æ�Ê_Ö.Ó�ÑlØZàsÎ�Í�Î�Ñ~Ú

α 6= 2
â�U~Ï�ÑnÝsÌNÓnÌ�KfÕsÌ+ÍGô¬Ü�Ì�ÓnÌ�Ñ

α = 1.7
âf:�Ý�Ì/ÑnÎ�Ò/Ì�ÓnÌ+ÔlÎ�Ì�Ó�ÛsÍ�Ê_Ñ

ÓnÝsÊ{Ü.Î�ÏsÐ�Ì+ß�Î¨ËwÌ+Ï·Ù�Ì�Ê_Ö�Ý�Ì�Ø{ßfÚNÑlØZÎ�Í¨Ó
ç×ÐZÔlÌ�Ø_Ñªß�Ø_ÔlÎ�ØZàsÎ�Í�Î�Ñ}Úwì�Ø_ÔlÌ�Ó�ÝsÊ�Ü.ÏBÎ�ÏBÑnÝ�Ì�Í�Ì+Ö¯Ñ�ÐZÔ%Ø_ÛsÝ�Ó
Ê_Ö\V¬Î�Ð�ÕsÔnÌqÓ_P·ôRMOØZÏ�Ëæx�âæ¥OÌBÊ�à�ÓnÌ+ÔlßZÌ3ØOÐZÔlÌ�Ø_Ñ­ß�ØZÔnÎ¨Ø_àsÎ�Í�ÎhÑ}Ú Î�Ï ÑnÝsÌ,ß�Ø_ÔlÎ¨Ø_Ï�Ù�Ì�ÊZÖ0ÑnÝsÌ

ê



ÛsÔlÊwÙ�ÌqÓnÓ�â

¥ ÝsÌ�Ï�Ý�Ì�Ø{ßfÚ/Ñ%Ø_Î�Í¨Ó�Ø_ÔlÌ�ÛsÔlÌ�ÓnÌ+Ï�ÑªØZÓTÏsÊ_ÑlÌ�Ë�ØZà8Ê{ßZÌ�ô�ÑlÝsÌ�ß�ØZÔnÎ¨Ø_Ï�Ù+Ì�Ó�ØZÔnÌ)Î�ÏwÞ·ÏsÎhÑlÌ�ØZÏ�Ë�ÑnÝsÌ
Ö×ÊZÍ�Í�Ê{Ü.Î�ÏsÐ ÝsÌqØqß�Ú=ÑlØ_Î�Í�Ì�Ë�Ò/ÊwËwÎ�Þ·Ù+Ø�ÑlÎ�ÊZÏ�Ê_Ö)ÑnÝ�Ì*ÓlØ_Ò/ÛsÍ�Ì,Ø_ÕsÑnÊwÙ+ÊZÔlÔnÌ+Í¨Ø�ÑnÎ�ÊZÏ�Ö¯Õ�Ï�Ù�ÑlÎ�Ê�Ï Î¨Ó
Ò/ÊZÔlÌ�ØZÛsÛsÔlÊZÛsÔlÎ�Ø_ÑnÌu`

ρ̂H(h) =

n−|h|
∑

i=1

XiXi+h

n
∑

i=1

X2
i

.

�!ÊwÊZî�Î�Ï�Ð�Ø�Ñ¥ÑnÝsÌ0à8Ê_ÑnÑnÊZÒ ÐZÔ%Ø_ÛsÝ�Ó�Ê_ÖÄV�Î�Ð�ÕsÔnÌqÓ�P�ôLM�ØZÏ�Ëºx�ôZÜTÌªÓnÌ+Ì.ÑnÝ·Ø�Ñ5Î�Ï/Þ�ÏsÎ�ÑnÌ�ÓnØZÒ/ÛsÍ�Ì
ÑnÝ�Ì�Ó�Û8Ì+ÌqË�Ê_Ö�Ù+ÊZÏ�ßZÌ+ÔlÐZÌ+Ï·Ù�Ì�ÊZÖ

ρ̂H(h)
ÑnÊ�ÜTØ_Ô%ËsÓ

0
Î¨Ó�ßZÌ�ÔnÚNÓnÍ�Ê{Ü Ø�Ó

h→∞
â

U~ÏNÑnÝsÌ�Ó}Ñ%Ø_àsÍ�Ì)ÓnÌ�ÑnÑnÎ�ÏsÐ�ôwÜ.ÝsÌ+ÔlÌ�ß_Ø_ÔlÎ�ØZÏ�Ù�Ì�Ó�ØZÔnÌ�Î�ÏsÞ�ÏsÎ�ÑnÌZôsÛ8Ì+ÔlÎ�ÊwËsÊZÐZÔ%Ø�Ò�Ó�Ø_Ï·ËNÓnÛ8Ì�Ù�ÑlÔlØ¸ËwÊ
ÏsÊZÑ5Ì�æwÎ¨Ó}Ñqâ�çªÌ�ßZÌ+ÔnÑnÝsÌ�Í�ÌqÓnÓ�ôfÉ,Î�îZÊfÓnÙ%ÝJd�C�@0Gb�ªç}èqéZéNMZì�ÔnÌ�Û8ÊZÔnÑnÌ�Ë¸ÑlÝ�Ø�Ñ5ÑnÝ�Ì+ÔlÌªÎ�Ó5ÏsÊ�Î�Ï�ÑnÔlÎ�Ï�Ó�Î¨Ù
ÛsÔlÊZàsÍ�Ì+Ò Î�ÏfßZÊZÍ�ßZÌ�Ë¸Î�Ï�ËwÌ+Þ�ÏsÎ�Ï�Ð�ÑnÝsÌªÓlØ_Ò/ÛsÍ�Ì�Û8Ì�ÔnÎ�ÊwËwÊ�ÐZÔlØ_Ò Ö×ÔlÊZÒ®ÑlÝsÌªËsØ_ÑlØ)Î�Ï­ÑnÝsÌªÕ�Ó�Õ·Ø_Í
Ö�ØZÓnÝsÎ�ÊZÏ!â
:�ÝsÌ)ÔnÎ�ÐZÝfÑ�Û·Ø_ÏsÌ�Í�Ó�ÊZÖ�V¬Î�ÐZÕ�ÔnÌqÓ3P�ôhM
Ø_Ï�Ë�x¸ÓnÝsÊ�Ü ÑnÝsÌ)à8Ì�Ý�Øqß�Î�ÊZÔ�ÊZÖ«ÑlÝsÌ�ÓnØZÒ/ÛsÍ�Ì�ÏsÊ�ÔnÒ�ØZÍTO
Î^]+Ì�Ë*Û8Ì�ÔnÎ�ÊwËwÊ�ÐZÔlØ_Ò ÊZÖ�ÑlÝsÌ¸ÛsÔlÊwÙ�ÌqÓnÓ0Ü.ÎhÑlÝáÛsÎ¨ÙlîwÓ�Í�ÊwÙ+Ø_ÑnÌ�Ë*Ø_Ñ�ÑnÝsÌ/Ó�ÌqØZÓnÊZÏ�Ø_Í!Ö×ÔlÌ�KfÕsÌ�Ï�Ù�Î�Ì�Ó

λj =
2πj
s

ô
j = 1, 2, . . . , s

â

é
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